Opciéon A

Modelo4 Ejercicio 1 Modelo 4 Opcion A sobrantes 1996
Siuna funcion f : [ab] - R es integrable, se llama valor medio de f en el intervalo [a,b] al nUmero m =
1
=—| f(x)dx
b-a La )

Para hacer un estudio sobre, la capacidad de memorizar de un nifio se utiliza el siguiente modelo: si x es su
edad en afios, entonces su capacidad de memorizar viene darla por f(x) = 1 + 2x Ln(x) (0 < x £5), donde
Ln(x) es el logaritmo neperiano de x.

(a) [1 punto]. Describe el método de integracion por partes.

(b) [1'5 puntos]. Encuentra, usando el modelo descrito, el valor medio de la capacidad de memorizar de un
nifio entre su primer y su tercer cumpleafios.

Soluciéon
a)

Se llama valor medio de f en el intervalo [a,b] al nUmero m = birbf(x) dx
-a +a

f(x) = 1 + 2x Ln(x) (0<x<5),
“El método de integracion por partes nos dice que si u(x) y v(x) son funciones con derivada continua

entonces Iu(x).v'(x)dx =u(x)v(x) - _[v(x).u '(x)dx . En forma diferencial es Iu.dv =uv —_[v.du . (Esta basado

en la derivada del producto de dos funciones).
b)

m= —= [ (1+2xIn(x))d
= — XiNn(X X
3- 1I+1

| = j (1+2xIn(x))dx = X + 2 j x.In(x)dx =x + 2.1;

Iy = _[ x.In(x)dx . Es una integral por parte, hacemos u = In(x) y dv = xdx con lo cual du = (1/x)dx y v = x*/2
l, = j x.In()dx = (x4/2) In(x) - j (x/2))dx = (x*/2) In(x) — x*/4

=X+ 2.1y = x + 2[(x*/2) In(x) — x*/4] = x + X°In(x) — X*/2

m= 3i1 I:13(1+2xln(x))dx = (1/2)[ x + XIn(x) — X12]*; =

= (1/2)[(3 +9In(3) —9/2) — (1 + 0 —1/2)] = 2 + (9/2)In(3)
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[2'5 puntos Determina las ecuaciones de la recta tangente y de la recta normal a la gréafica de la funcién f

3_
dada por f(x) = 2x.e* + X2+i en el punto de abscisa x = 0.
X

Soluciéon

x3-2
f(x) = 2x.e* +
e X2 +4

La recta tangente en x = 0 es y — f(0) = f *(0).(x — 0)
La recta normal en x =0 es y — f(0) = (- 1/f (0)).(x = 0)
x3-2

x> +4

f(x) = 2x.e* +

3x2(x*+ 4) - (x*- 2)(2%)

f(x) = 2e* + 2x.e* +
() (X2+ 4)2

f(0)=0-2/4=-1/2

f'(0)=2+0+0/16=2
Larectatangenteenx=0esy+ 1/2=2.(x—0)
Larectanormalenx =0esy+ 1/2 = (- 1/2).(x - 0)
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3 21 0 0 3
() [1'5 puntos]. Determina una matriz X que verifique larelaciéon |2 1 0|X =
100
(b) [1 punto] Calcula el determinante de la matriz X hallada

Soluciéon
a)



321 321 0 0 3
2 1 0|X= . En forma abreviada AX=BconA=|2 1 0| yB=|0 3 2
100 100 3 21

Como det(A) =

00
0 3
3 2
3 2
2 1 = (1).‘2 i‘ = -1 # 0 la matriz A admite inversa A™ = (1/]A])(Adj(AY)) y ademas en la
10

expresion AX = B podemos multiplicar por la izquierda por la inversa de A obteniendo
A'AX = A'B

IX=A"'B
X=A"'B
Calculamos A™ y después la multiplicamos por la matriz B
321 0 0 -1 0 0 1
A'=2 1 0;Adj(AY=]0 -1 2 [;A*=@A)AdA)=|0 1 -2
100 -1 2 -1 1 -2 1
0 0 1)(0 0 3 3 2 1
X=AB=|0 1 -2|./0 3 2|=|6 -1 0
1 -2 1)\3 21 3 40
b)
3 2 1
-6 -1
det(X)=|-6 -1 o:(1)‘3 4‘:24+3:27
3 -4 0
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Sea C la circunferencia de ecuacion C =x° +y* - 4x - 6y - 12 = 0,
(a) [1 punto] Calcula el centro y el radio de C.
(b) [1 punto]. Calcula el punto B que es el diametralmente opuesto del punto A = (-1,7).
(c) [0'5 puntos] ¢ Cual es la posicidn relativa de las rectas tangentes a C en los puntos Ay B?
Solucion
a)
Circ. =x*+y* - 4x - 6y - 12 =0,
La circunferencia de centro C (a,b) yradior es (x — a)2 +(y— b)2 = r%. Desarrollando esta expresion tenemos
Circ. = x* + y* — 2ax — 2by + ¢ = 0. Igualando obtenemos
-2a=-4,dedondea=2
-2b = -6, de donde b =2

r= +J/a’+b?-c =/4+9+12=/25=5

El centro de la circunferencia es el punto C(a,b) = C(2,3)
El radio de la circunferenciaesr=5

b)

AT

Si B es el punto diametralmente opuesto al A, el centro(2,3) es el punto medio del segmento AB, es decir:
(2,3) = ((x-1)/2, (y+7)/2), de donde

2=(x-1)/2yportantox =5

3=(y+7)/2yportantoy=-1

El punto buscado es B(5, -1)

c)

Las tangentes a una circunferencuia en los puntos extremos de cualquier diametro son paralelas, puesto que
el diametro es perpendicular a cualquier tangente a la circunferencia en sus puntos extremos.



Opcién B

Modelo4 Ejercicio 1 Modelo 4 Opcion B sobrantes 1996
(a) [1 punto] Describe el procedimiento de integracion por partes.
(b) [1'5 puntos]. Determina una funcién f : [0, ©] —» R sabiendo que su funcién derivada viene dada por f '(x)
= Ln((x + 3)(x + 1)) y que f(0) = Ln(27), donde Ln(x) representa el logaritmo neperiano de x.
Solucion
a)
“El método de integracion por partes nos dice que si u(x) y v(x) son funciones con derivada continua

entonces Iu(x).v'(x)dx =u(x)v(x) —J'v(x).u '(x)dx . En forma diferencial es _[u.dv =uyv —jv.du . (Esta basado

en la derivada del producto de dos funciones).

b)

Tenemos f'(x) = Ln((x + 3)(x + 1)) y que f(0) = Ln(27).

Por el Teorema Fundamental del calculo Integral que dice: Si f(x) es una funcién continua en el intervalo [a,b]

entonces la funcion F(x) = fxf(f)dt es derivable y su derivada es F ‘(x) = f(x).
En nuestro caso tenemos que f(x) = _[ f'(x)dx.
| =f(x) = j f{(x)dx = j Ln((x + 3)(x + 1)) dx = j Ln((x* + 4x + 3))dx. Integral por partes.

Tomamos u = Ln((x + 3)(x + 1)) y dv = dx, de donde du = [(2x + 4)/( x> + 4x + 3)]dXx y vV =X
I =x. Ln|(x + 3)(x + 1)| - J. X. [(2X + DI X + 4% + 3)]dx =

= x. Ln|(x + 3)(x + 1)| - _[ [(2X% + 4x)/( X* + 4x + 3)]dx = x.Ln|(x + 3)(x + 1)| — I
Iy = f [(2X® + 4x)/( X* + 4x + 3)]dx es una integral racional.
Efectuamos antes la divisién por que el numerador no es de menor grado que el denominador

2X% + 4% X+ 4x + 3

2x*—8x—6 2

-4x - 6
l, = j [(2X% + 4X)/( X* + 4x + 3)]dx = j (2)dx + j [(- 4% - B)/( X* + 4x + 3)] dx =

=2x + j (A/(x+3))dx + j (B/(x+1))dx = 2x + A.Ln|x+3| + B.Ln|x+1| *

Calculamos las constantes Ay B

[(- 4% - 6)/( X° + 4x + 3)] = (A/(x+3)) + (B/(Xx+1)) = [A(x+1)+B(x+3))/( X* + 4x + 3)]
Igualando numeradores

-4x — 6 = A(x+1)+B(x+3)

Parax =-1, -2 = B(2) de donde B = -1

Para x = -3, 6 = A(-2) de donde A =-3

Luego I; = 2x - 3.Ln|x+3| - 1.Ln|x+1]|, por tanto
I = f(x) = x.Ln((x + 3)(x + 1)) — Iy = x.Ln|(Xx + 3)(x + 1)| — 2x + 3Ln|x+3| + Ln|x+1| + K

Como dicen que f(0) = Ln(27) tenemos que
Ln(27) =00 + 3Ln(3) + Ln(1) + K = Ln(3% + K = Ln(27) + K, de donde K = 0 y la funcién pedida es:

f(x) = x.Ln|(x + 3)(x + 1)] — 2x + 3Ln|x+3| + Ln|x+1|
Modelo4 Ejercicio 2 Modelo 4 Opcion B sobrantes 1996
x?-(a+3)x+3a ix # 3
La funcion f definida por f ‘(x) = X-3 ' ; es derivable en toda la recta real
1, six = 3
(a) [1'5 puntos]. ¢ Cuanto vale a?
(2) [1 punto]. Para dicho valor de a, cuanto vale f'(3)?

Soluciéon
a)



x*-(a+3)x+3a Gix % 3
Como f‘(x) = x-3 ' ; es cierto para todo n° real lo es para el 3, por tanto:
1, six = 3
XIirqn3 f'(x)=f '(3)
f'3)=1
x*-(a+3)x+3a _0

fim, 109 = fim,

x-1 0
Le aplicamos la Regla de L'Hépital que dice : Si f y g son continuas en [a-r,a+r], derivables en (a-r,a+r) y
ademas f(a) = g(a) =0 entonces si existe |lim M se verifica que lim e = lim m
x~2 g'(x) x-a g(x) x-a g'(x)

2x-(a+3) _3-a
1 1
Como Iim3 f'(x)=f '(3) tenemos que 3 —a =1, de donde a = 2 y la derivada de la funcién dada es :

xI|r:n3 f'(x) = xI|[n3 =3-a

x>-5x+6 .
‘ 2 =~ six#3
f'(x) = x-3 ;
1, six =3

b)
Viendo la funcién derivada que lo es en todo O vemos que f ‘(3) = 1. Si aplicasemos la definicion
obtendriamos lo mismo, pero no es necesario pues ya me dicen que existe f ‘(x) en todo 00 y me han dado su
expresion.
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(@) [2 puntos]. Encuentra el angulo que forman las diagonales AC y BD del paralelogramo ABCD en el que
A=(2,1,0),B=(0,0,0yC=(0,-12).
(b) [0'5 puntos]. ¢Es un cuadrado? Justifica la respuesta

Solucién

a)

A B
Como es un paralelogramo los vectores libres AB y DC son iguales, por tanto:
A=(2,1,0),B=(0,0,0)yC=(0,-1,2).
AB =DC
(-2, -1, 0) = (0-x, -1-y, 2-z).Igualando
-2=-x,dedonde x =2
-1=-1-y,dedondey=0
0=2-z,dedondez=2
El punto que falta del paralelogramo es D(2,0,2)
Veamos el angulo de las diagonales pedidas
AC = (0-2, -1-1, 2-0) = (-2, -2, 2)
BD = (2-0, 0-0, 2-0) = (2,0, 2)

e —— E-ﬁ)" | —4+0+4 |
AC,BD :‘ = =0
cos( )‘ H‘E‘ ‘@‘H |Na+a+aa/a+o+4a]

El angulo que forman AC y BD es arcos(0) = 90°

b)

El paralelogramo es un cuadrado si las longitudes de sus lados es la misma y dos lados consecutivos son
perpendiculares, es decir el vector AB tiene que ser perpendicular (producto escalar 0) al vector BC

AB = (-2, -1, 0)

BC=(0,-1,2)

AB « BC=0+1+0=1#%#0, por tanto el paralelogramo no es un cuadrado.
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1 3 -7
[2'5 puntos] Dada lamatrizA={2 a b |, hallaa,b, cy, dsabiendo que
c -ad

(i) el vector cuyas coordenadas son las que aparecen en la primera columna de A es ortogonal al vector (1,
-1, -1),

(ii) el producto vectorial del vector cuyas coordenadas son las que aparecen en la tercera columna de A por
el vector (1,0, 1) es (-2, 3, 2), y

(iii) el rango de la matriz A es 2.

Soluciéon
0}
1 3 -7
2 a b
c -a d

Si el vector (1,2,¢) es ortogonal al vector (1, -1, -1) su producto escalar es 0
1,2,c)*(1,-1,-1)=0=1-2-c=0,dedondec=-1

(ii)

(-7,b,d) ~ (2,0,1) = (-2,3,2). El producto vectorial lo escribo “*".
ik

(-7,b,d)~(1,0,21) = |-7 b d|=i(b)—j(-7—-d)+k(-b) = (b, 7 + d, -b) = (-2,3,2). Igualando miembro a
1 0 1

miembro tenemos b=-2,y7 +d=3dedonded=-4.

iii

(Si)el rango(A) = 2 el determinante de A tiene que ser 0
1 3 -7 |1 3 -7

det(A)=12 a b|=|2 a -2|=1(-4a—-2a)—3(-8-2)+(-7)(-2a+a) =
c -a d |-1 -a -4

=-6a +30 +7a =30+ a =0, de donde a =-30



